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一类非线性奇异抛物方程解的渐进行为
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摘　要：利用紧致方法和先验估计技巧，研究了一类奇异非线性抛物方程的弱解当λ→０＋和λ→＋∞时的渐进
行为 （其中λ为方程中的一个参数），并且建立了解的收敛率。揭示了所论方程与发展型ｐＬａｐｌａｃｅ方程之间的深
刻联系。
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　　研究如下非线性奇异抛物方程的Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ问题
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其中ｐ＞２，λ＞０，ｍ＜０，Ｔ＞０，ＱＴ ＝Ｉ×（０，Ｔ），
Ｉ＝（ａ，ｂ），ｆ（ｘ，ｔ）是定义在ＱＴ上的一个可测函数。

当ｍ＜０时，上述方程在使ｕ＝０的点处出现
奇性。另一方面，由于当ｐ＞２时上述方程在使ｕｘ
＝０的点处发生退化，因此一般而言问题 （１）没
有经典解。本文考虑问题 （１）的弱解，其定义如
下：

定义１　称非负函数ｕ∈ＶＴ为问题 （１）的一

个弱解，如果 ｕ＞０ａｅ．于 ＱＴ，ｕ
ｍ ｜ｕｘ｜

ｐ∈

Ｌ１（ＱＴ），ｕｔ∈Ｌ
２（ＱＴ），并且


ＱＴ

（ｕｔψ＋ ｕｘ
ｐ－２ｕｘψｘ＋λｕ

ｍ ｕｘ
ｐψ－

ｆ（ｘ，ｔ）ψ）ｄｘｄｔ＝０，ψ∈ＶＴ０
其中，ＶＴ ＝ Ｌ∞（ＱＴ）∩ Ｌｐ（０，Ｔ；Ｗ１，ｐ（Ｉ）），ＶＴ０ ＝

Ｌ∞（ＱＴ）∩Ｌ
ｐ（０，Ｔ；Ｗ１，ｐ０ （Ｉ））。

问题 （１）包含了许多经典模型。当λ＝０时，
问题 （１）为如下发展型ｐＬａｐｌａｃｅ方程［１］

ｕｔ－（ｕｘ
ｐ－２ｕｘ）ｘ ＝ｆ（ｘ，ｔ），（ｘ，ｔ）∈ＱＴ
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当ｐ＝２，ｍ＝１时，问题 （１）中的方程为著名的
ＫＰＺ方程［２］。当ｍ≥－１时，问题 （１）中的方程
可化为如下非Ｎｅｗｔｏｎ多方渗流方程［１］

［Ｇ（ｕ）］ｔ－（［ｇ（ｕ）］ｘ
ｐ－２［ｇ（ｕ）］ｘ）ｘ ＝

［ｇ′（ｕ）］ｐ－１ｆ（ｘ，ｔ）
其中
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∫
ｓ

０
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１{ }＋ｍ ｄｙ，ｍ＞－１

ｓ１－σ
１－σ

，ｍ＝－１，λ≠ｐ－１

ｌｎｓ，ｍ＝－１，λ＝ｐ－










１

Ｇ（ｓ）＝∫［ｇ′（ｓ）］ｐ－１ｄｓ
然而，当ｍ＜－１时，问题 （１）不能化为没有梯
度项的方程。

近年来，有关问题 （１）的研究已取得一些成
果［３－６］，但主要集中在 ｐ＝２的情形。当 ｐ＝２，λ
＞０，ｍ＝－１时，文献 ［３］讨论了相应高维问题
（１）的解的存在唯一性以及解当 λ→０＋和 λ→＋
∞时的渐进行为；当 ｐ＝２，λ＝１时，文献 ［４］
讨论了相应高维问题 （１）解的存在性 （－２＜ｍ
＜０）和唯一性 （－１＜ｍ＜０）；当ｐ＝２，λ＞０，
－２＜ｍ≤－１时，文献 ［５］证明了问题 （１）多
个解的存在性，并讨论了解当λ→０＋和ｔ→＋∞时
解的渐进行为。当 ｐ＞２，ｍ≤－１时，文献 ［６］
证明了问题 （１）存在弱解的充分必要条件是 －ｐ
＜ｍ≤－１。文献 ［６］还证明了问题 （１）的最大
解ｕ满足ｕｘ（ｂ，ｔ）＝ｕｘ（ａ，ｔ）＝０，而问题 （２）的
解并不具有这个性质，这放映了两个问题之间的本

质区别。本文研究问题 （１）的解当 λ→ ０＋和 λ
→＋∞时的渐进行为，并进一步建立了解的收敛
率，从而揭示了问题 （１）和问题 （２）之间的深
刻联系。

１　若干结论
基于文献 ［６］中的存在性结果，本文假设：
（Ｈ１）ｐ＞２，－ｐ＜ｍ≤－１；
（Ｈ２）ｆ（ｘ，ｔ）∈Ｃ１，１（ＱＴ）；ｆ（ｘ，ｔ）＞０于ＱＴ；
（Ｈ３）ｕ０ ∈ Ｃ２＋β［ａ，ｂ］；ｕ０ｘ（ｂ） ＝ｕ０ｘ（ａ） ＝

ｕ０（ｂ）＝ｕ０（ａ）＝０；

（Ｈ４）（（ｕ０ｘ
２＋η）

ｐ－２
２ｕ０ｘ）ｘ－λｕ

ｍ
０ ｕ０ｘ

ｐ＋ｆ（ｘ，
０）≥０几乎处处于（ａ，ｂ）。

文献 ［１］已证明了如下结论。
定理１　设 （Ｈ１） － （Ｈ４）成立，那么问题

（１）存在一个最大弱解ｕ∈Ｃ１，１／２（ＱＴ）使得

ｕ≥Ｃωｐ／（ｐ＋ｍ）于ＱＴ；
ｕｔ≥０几乎处处于ＱＴ；
ｓｕｐ
Ｑ
Ｔ

ｕｘ≤（ｂ－ａ）ｍａｘＱＴ
ｆ；

λｓｕｐ
０＜ｔ＜Ｔ∫

ｂ

ａ
ｕｍ ｕｘ

ｐｄｘ≤（ｂ－ａ）ｍａｘ
ＱＴ
ｆ；


ＱＴ

ｕ２ｔｄｘｄｔ≤∫
ｂ

ａ
ｕ０ｘ

２ｄｘ＋（ｂ－ａ）３（ｍａｘ
ＱＴ
ｆ）２

其中Ｃ为一个正常数，且当 λ∈ （０，１）时与 λ无
关；ω为如下问题的唯一经典解

ｕｔ－ｕｘｘ ＝０，ｕ＞０，（ｘ，ｔ）∈ＱＴ
ｕ（ｘ，０）＝ｕ０（ｘ），ｘ∈Ｉ

ｕ（ｂ，ｔ）＝ｕ（ａ，ｔ）＝０，ｔ∈（０，Ｔ
{

）

本文的第一个结果可叙述如下：

定理２　假设ｐ＞２，－１≥ｍ＞－ｐ，并设ｕλ是
问题 （１）的一个弱解，那么当λ→＋∞时，有

ｕλｘ→０于Ｌ
ｐ（ＱＴ）（强收敛）

而且

ｓｕｐ
０＜ｔ＜Ｔ∫

ｂ

ａ
ｕ２λｄｘ＋

ＱＴ

ｕλｘ
ｐｄｘｄｔ＝Ｏ（λ－１）

　　接下来，研究解当 λ→０＋时的渐进行为。设
（Ｈ２） －（Ｈ３）成立，依据文献 ［７］，问题 （２）
存在唯一弱解φ∈Ｃ１＋β，１／２＋β／２（ＱＴ），其中０＜β＜１，
且满足φ＞０于ＱＴ。

定理３　设 （Ｈ１） －（Ｈ３）成立，（Ｈ４）当
λ∈（０，１）时成立，并设 ｕλ∈ Ｃ

１，１／２（ＱＴ）为问题
（１）的最大弱解，则当λ→０＋时，有

ｕλ→φ于Ｃ（ＱＴ）（一致收敛）；
ｕλｘ→φｘ于Ｌ

ｐ（ＱＴ）（强收敛）；
ｕλｔ→φｔ于Ｌ

２（ＱＴ）（弱收敛）
此外，如果 －ｐ＜ｍ＜－２ｐ／（ｐ＋１），并且存在一个
正常数ｃ使得

ｕ０（ｘ）≥ｃ［ｄ（ｘ）］
ｐ／（ｐ＋ｍ），ｘ∈［ａ，ｂ］ （３）

其中ｄ（ｘ）＝ｘ－ａ，ｘ∈［ａ，（ａ＋ｂ）／２］；ｄ（ｘ）＝
ｂ－ｘ，ｘ∈［（ａ＋ｂ）／２，ｂ］，那么

ｓｕｐ
０＜ｔ＜Ｔ∫

ｂ

ａ
Ｕ－ｕ( )

λ
２ｄｘ＋

ＱＴ

Ｕｘ－ｕλｘ
ｐｄｘｄｔ＝Ｏ（λ）

注：关于ｕ０的假设 （３）基于如下事实：对充分小
的正常数，ｕ０ ＝ｃ［ｄ（ｘ）］

ｐ／（ｐ＋ｍ）满足假设 （Ｈ４）。
容易验证，当０＜α＜ｐ／（ｐ＋ｍ）时，对任何正常数
ｃ，函数ｕ０＝ｃ［ｄ（ｘ）］α不满足 （Ｈ４）。值得指出的
是，当ｐ＝２时，这个条件是不必要的。然而，当
ｐ＞２时，去掉这个条件是非常困难的。

２　定理的证明
首先证明定理２。

６５
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证明　由于 －ｐ＜ｍ≤－１，ψ＝ｕ－ｍλ 可作为检
验函数，将其代入解的积分等式中，得

１
１－ｍ∫

ｂ

ａ
ｕ１－ｍλ ｄｘ－ｍ

ＱＴ

ｕ－ｍ－１λ ｕλｘ
ｐｄｘｄｓ＋

λ
ＱＴ

ｕλｘ
２ｄｘｄｓ＝ １

１－ｍ∫
ｂ

ａ
ｕ１－ｍ０ ｄｘ＋

ＱＴ

ｆ（ｘ，ｔ）ｕ－ｍλ ｄｘｄｓ

其中，Ｑｔ＝（ａ，ｂ）×（０，ｔ），ｔ∈（０，Ｔ］。利用Ｙｏｕｎｇ
不等式并注意到 －ｐ＜ｍ≤－１得

１
１－ｍ∫

ｂ

ａ
ｕ１－ｍλ ｄｘ＋λ

ＱＴ

ｕλｘ
２ｄｘｄｓ≤

Ｃ＋ １
１－ｍ

ＱＴ

ｕ１－ｍλ ｄｘｄｔ

此处Ｃ为一个不依赖于 λ的正常数。最后，利用
Ｇｒｏｎｗａｌｌ引理得

１
１－ｍ∫

ｂ

ａ
ｕ１－ｍλ ｄｘ＋λ

ＱＴ

ｕλｘ
２ｄｘｄｓ≤Ｃ

定理２证毕。
为证明定理３，需要利用文献 ［６］中的如下

引理。

引理１　设φ∈Ｃ１［ｃ，ｄ］，那么对任何δ∈（０，
（ｄ－ｃ）／２］以及任何ｘ∈［ｃ，ｄ］，存在ｙ∈［ｃ，ｄ］使
得δ＝｜ｘ－ｙ｜，并且

φ（ｘ）≤δφ′Ｌ∞（ｃ，ｄ）＋δ
－１∫

ｙ

ｘ
φ（ｚ）ｄｚ

首先证明定理３的第一部分。依据定理１，问
题 （１）的最大解ｕλ∈Ｃ

１，１／２（ＱＴ）满足
ｕλｔ≥０ （４）

ｓｕｐ
Ｑ
Ｔ

ｕλｘ≤（ｂ－ａ）ｍａｘＱＴ
ｆ （５）

ｓｕｐ
０＜ｔ＜Ｔ∫

ｂ

ａ
λｕｍλ ｕλｘ

ｐｄｘ≤（ｂ－ａ）ｍａｘ
ＱＴ
ｆ （６）


ＱＴ

ｕ２λｔｄｘｄｔ≤∫
ｂ

ａ
ｕ０ｘ

２ｄｘ＋（ｂ－ａ）３（ｍａｘ
ＱＴ
ｆ）２（７）

此外，利用文献 ［６］中的比较定理可知：ｕλ≥
ｕλ′，０＜λ＜λ′＜１。据此可知，存在一个非负
函数Ｕ使得

Ｕ＝ｌｉｍ
λ→０＋
ｕλ于ＱＴ

从 （５）式可推知：存在一个不依赖于λ的正常数
Ｃ使得

ｕλ（ｘ２，ｔ）－ｕλ（ｘ１，ｔ）≤Ｃｘ２－ｘ１ ，
ｘ２，ｘ１∈［ａ，ｂ］，ｔ∈［０，Ｔ］

下面证明

ｕλ（·，ｔ２）－ｕλ（·，ｔ）Ｌ∞（Ｉ）≤

Ｃｔ２－ｔ１
１
３，ｔ２，ｔ１∈［０，Ｔ］ （８）

设φλ ＝ｕ（ｘ，ｔ２）－ｕ（ｘ，ｔ１）。如果 ｔ２－ｔ１
１
３≥（ｂ

－ａ）／２，那么从 （５）式可知

φλ（ｘ）Ｌ∞（Ｉ）≤Ｃ（ｂ－ａ）≤Ｃｔ２－ｔ１
１
３ （９）

现在假设０＜ ｔ２－ｔ１
１
３ ＜（ｂ－ａ）／２。依引理１

知，对δ∈（０，（ｂ－ａ）／２］以及ｘ∈［ａ，ｂ］，存在ｙ
∈［ａ，ｂ］使得δ＝｜ｘ－ｙ｜，并且

φλ（ｘ）≤Ｃδ＋δ
－１∫

ｙ

ｘ
φλ（ｚ）ｄｚ＝

Ｃδ＋δ－１∫
ｙ

ｘ∫
ｔ２

ｔ１
ｕλｔｄｔｄｚ≤

Ｃδ＋δ－１∫
ｙ

ｘ∫
ｔ２

ｔ１
ｕλ( )
ｔ
２ｄｔｄ( )ｚ１／２δ１／２ ｔ２－ｔ１ １

２

再由 （７）式，得

φλ( )ｘ≤Ｃδ＋Ｃδ－
１
２ ｔ２－ｔ１

１
２

取δ＝ ｔ２－ｔ１
１
３ 立得 （９）式。结合 （８）式和

（９）式可得
ｕλ（ｘ２，ｔ２）－ｕλ（ｘ１，ｔ１）≤

Ｃ（ｘ２－ｘ１ ＋｜ｔ２－ｔ１｜
１／３），（ｘ２，ｔ２），（ｘ１，ｔ１）∈ＱＴ

利用以上估计以及ＡｌｚｅｌａＡｓｃｏｌｉ引理知：当λ→０＋

时，有

ｕλ→Ｕ于Ｃ（ＱＴ）（一致收敛）；

Ｕ≥Ｃω
ｐ

（ｐ＋ｍ）于ＱＴ
　　由于ｈλ ＝ｆ－λｕ

ｍ
λ｜ｕλｘ｜

ｐ是局部一致有界的，

因而利用退化抛物方程解的正则性理论［７］知：存

在β∈（０，１）使得ｕλｘ在函数空间Ｃ
β，β２（ＱＴ）中是局

部一致有界的。于是，当λ→０＋时，有
ｕλ→Ｕ于Ｃ（ＱＴ）（一致收敛）；

ｕλｘ→Ｕｘ于Ｃ
β′，β′２
ｌｏｃ （ＱＴ）（一致收敛）

　　其中０＜β′＜β。这表明：Ｕ是问题 （２）的一
个弱解，进而由唯一性知，Ｕ＝φ。

令ｗλ ＝ｕλ－φ，则其满足
ｗλｔ＝（ｕλｘ

ｐ－２ｕλｘ－ φｘ
ｐ－２φｘ）ｘ＋λｕ

ｍ
λ ｕλｘ

ｐ

在上式两端同时乘以 ｗλ，然后在 ＱＴ上积分，
并利用 （６）式得
１
２∫

ｂ

ａ
ｗ２λ（ｘ，Ｔ）ｄｘ＋

ＱＴ

（ｕλｘ
ｐ－２ｕλｘ－ φｘ

ｐ－２φｘ）·

（ｕλｘ－φｘ）ｄｘｄｔ＝λ
ＱＴ

ｕｍλ ｕλｘ
ｐωλｄｘｄｔ≤


ＱＴ

λｕｍλ ｕλｘ
ｐｄｘｄｔｓｕｐ

ＱＴ
ｗλ ≤

Ｃｓｕｐ
ＱＴ
ｗλ →０（λ→０

＋）

然后利用如下不等式［８］

（ηｐ－２η－ η′ｐ－２η′）（η－η′）≥
Ｃｐ η－η′ｐ，η，η′∈Ｒ

７５
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立得


ＱＴ

ｗλｘ
ｐｄｘｄｔ→０（λ→０＋）

证毕。

为证明定理 ３的第二部分，首先建立如下引
理。

引理２　设定理３的假设条件成立，则


ＱＴ

ｕλｘ
ｐ

ｕαλ
ｄｘｄｔ≤

Ｃα
１－α

，α∈（０，１）

　　证明　选取ψ＝
ｕλ

（ｕλ＋δ）
α（δ＞０）作为检验函

数，并代入解的积分等式中，得


ＱＴ

ｕλｔ
ｕλ

（ｕλ＋δ）
αｄｘｄｔ＋

ＱＴ

ｕλｘ
ｐ－２ｕλｘ

ｕλ
（ｕλ＋δ）

[ ]α
ｘ

ｄｘｄｔ＝

－λ
ＱＴ

ｕｍλ ｕλｘ
２ ｕλ
（ｕλ＋δ）

αｄｘｄｔ＋
ＱＴ

ｆ（ｘ，ｔ）
ｕλ

（ｕλ＋δ）
αｄｘｄｔ

于是


ＱＴ

ｕλｔ
ｕλ

（ｕλ＋δ）
αｄｘｄｔ＋（１－α）

ＱＴ

ｕλｘ
ｐ

（ｕλ＋δ）
αｄｘｄｔ≤

－αδ
ＱＴ

ｕλｘ
Ｐ

（ｕλ＋δ）
αｄｘｄｔ－λ

ＱＴ

ｕｍλ ｕλｘ
２ ｕλ
（ｕλ＋δ）

αｄｘｄｔ＋


ＱＴ

ｆ（ｘ，ｔ）
ｕλ

（ｕλ＋δ）
αｄｘｄｔ≤


ＱＴ

ｆ（ｘ，ｔ）
ｕλ

（ｕλ＋δ）
αｄｘｄｔ

令δ→０得

ＱＴｕλｔｕ１－αλ ｄｘｄｔ＋（１－α）ＱＴ
ｕλｔ

ｐ

ｕαλ
ｄｘｄｔ≤

ＱＴｆｕ１－αλ ｄｘｄｔ
所以

（１－α）ＱＴ
ｕλｔ

ｐ

ｕαλ
ｄｘｄｔ≤

ＱＴｆＵ１－αλ ｄｘｄｔ＋
１
２－α∫

ｂ

ａ
ｕ２－α０ ｄｘ

证毕。

最后，证明定理３的第二部分：由 （４）式知，
ｕ≥ｕ０≥ｃ［ｄ（ｘ）］

ｐ／（ｐ＋ｍ）。由于φｘ（ｘ，ｔ）∈Ｃ（ＱＴ），

利用微分中值定理定理得φ≤Ｃｄ（ｘ），故 φ
ｕ（ｐ＋ｍ）／ｐ

≤

Ｃ。由于 －ｐ＜ｍ≤－２ｐ／（ｐ＋１），所以０＜［ｐ＋（ｐ
＋１）ｍ］／ｐ＜１，故由引理２得


ＱＴ

ｗλｔｗλｄｘｄｔ＋
ＱＴ

ｗλｘ
ｐｄｘｄｔ≤

λ
ＱＴ

ｕｍλ ｕλｘ
ｐｗλｄｘｄｔ≤

λ
ＱＴ

ｕｍλ ｕλｘ
ｐφｄｘｄｔ≤

Ｃλ
ＱＴ

ｕ
［ｐ＋（ｐ＋１）ｍ］

ｐ
λ ｕλｘ

ｐｄｘｄｔ≤Ｃλ

证毕。
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